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In [4] hat Harada endliche Gruppen untersucht, die eine Untergruppe E von 
der Ordnung acht besitzen, so da8 E eine Sylow 2-Untergruppe von C,(E) 
enthalt. Diese Arbeit ist ein Schritt zur Verallgemeinerung dieser Ergebnisse 
auf den Fall, da0 E die Ordnung 16 hat. Unter gewissen Bedingungen an die 
Struktur von N,(E) sind Ansatze in dieser Richtung von Harada [4, 51, O’Nan 
und Solomon [7] und dem Autor [8] bereits vorgenommen worden. Das Ziel 
dieser Arbeit ist es, diese Arbeiten zu verallgemeinern. Es sol1 der folgende Satz 
bewiesen werden. 
SATZ. Sei G eine endliche Gruppe mit O(G) = 1. Weiter sei E eine 2-Unter- 
gruppe von G mit / E 1 < 16. SetzeF = EC,(E). Es seien diefolgenden Annahmen 
erfiillt. 
(a) E ist eine Sylow 2- Untergruppe von F. 
(b) Q(WW) = 1. 
Dann gilt eine der folgenden Aussagen. 
(9 r(UG)) < 4. 
(ii) L(G) ist eine perfekte zentrale Erweiterung von AI22 durch 2, . 
(iii) L(G) ist xu C, , M, , L,(2), A,, oder A,, isomorph. 
(iv) L(G) ist zu HIS, L4(q), q = 1 (8) oder U,(q), q = -1 (8) isomorph. 
(v) L(G) hat eine Sylow 2-Untergruppe vom Typ A,, oder L,(q), q = 
-1 (4). 
D. Mason bestimmt die endlichen einfachen Gruppen mit Sylow 2-Unter- 
gruppe vom Typ L,(q), q = - 1 (4). Die Gruppen mit Sylow 2-Untergruppe vom 
Typ A,, werden von Yamaki bestimmt. Sind diese Arbeiten komplett, so konnen 
wir (v) durch: (v’) L(G) ist zu A,, , A,, , L,(q), q = -1 (4) oder U,(q), q = 1 (4); 
ersetzen. Wir erhalten dann das folgende Korrolar. 
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KORROLAR. Sei G eine endliche einfache Gruppe mit r(G) > 4. Es erfiille G die 
Annahmm des Satzes. Dann ist G zu C, , M, , L,(2), A,, , A,, , A,, , A,, , 
HIS, L,(q), q E 1 (mod S), U,(q), q 3 --I (mod 8), LB(q), q = --I (mod 4) 
oder U,(q), q = 1 (mod 4) isomorph. 
Die Bezeichnungen folgen im wesentlichen denen in [2]. Abweichend hiervon 
bezeichnen wir mit A * B das zentrale Produkt mit vereinigten Zentren von -4 
mit B. 
Sei U eine Gruppe. Dann heil3t U quasieinfach, falls u’ = U und U/Z(V) 
einfach ist. Eine Gruppe G heiRt quasisemieinfach, falls sie das zentrale Produkt 
quasieinfacher Gruppen ist. 1st G eine endliche Gruppe, so bezeichnen wir mit 
L(G) den g&ten quasisemieinfachen Normalteiler von G. 
Mit r(G) bezeichnen wir den sektionalen 2-Rang von G. 
1. DER AUFL~SBARE FALL 
Im folgenden sei stets E eine 2-Untergruppe von G, die die Voraussetzungen 
des Satzes erftillt. Weiter seiF = EC,(E) und H = No(E). 
(1.1) LEMMA. Ist 1 E j < 8, so ist r(G) < 4. 
Beweis. Siehe [4, Theorem 21. 
0 
(1.2) LEMMA. Ist die Ordnung von H[F ungerade, so ist r(G) < 4. 
Beweis. Es ist E eine Sylow 2-Untergruppe von G. 
(1.3) LEMMA. Sei 1 E ! = 16 und D(E) # 1. Ist die Ordnung von H/F gerade, 
so ist H/F zu & isomorph. 
Beweis. Da H/F eine Automorphismengruppe von E/D(E) ist, folgt die 
Behauptung. 
(1.4) LEMMA. Ist j E 1 = 16 und D(E) # 1, so ist r(G) < 4. 
Beweis. Nach (1.2) und (1.3) k iinnen wir annehmen, dal3 H/F zu Zs isomorph 
ist. Sei Tl E 9&(H) und T E 9@JG) mit Tl C T. Wir werden zeigen, dal3’ 
entweder T = Tl oder 9%X3(T) = o gilt. Mit [6] folgt dann die Behauptung. 
SeiX<T,~X/=X,D(X)=lundX~T.DannistjXnZ(T)J~l. 
Also ist X n E # 1. Sei X _CZ(T). Dann ist X !Z E. Insbesondere ist E abelsch. 
Also X = Q,(E). Da E = C,(SZ,(E)) ist, folgt nun T = Tl . 
Sei Y = X n Z(T). Dann ist Y _C E. Weiter sei 1 Y 1 = 4. Dann ist E/Y 
elementar abelsch von der Ordnung vier. Da H/F zu Zs isomorph ist, folgt nun 
E z Z, x Z, , E E Z, x Z, x Z, oder Es Q* x Z, . 1st Es Z, x Z, , 
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so ist offensichtlich T = Tl . Sei nun E z Q8 x 2, . Wegen [E, X] C Y C E, 
folgt XC Tl . Da nun aber X/Y die Gruppe E/Y zentralisiert, folgt XC E. 
Das ist aber ein Widerspruch. Also ist E z 2, x 2, x Z, . Wie oben folgt 
wieder [E, X] C Y. 1st XC E, so folgt wieder T = Tl . Somit ist T, = EX. Sei 
nunT,CT,CTmitIT,:T,I =2.DanngibteseingET,-T1mitEQ#E. 
Also ist Tl = EEQ. Dann ist Z(T,)X zu E isomorph. Da es aber in Tl hijchstens 
zwei zu E isomorphe Untergruppen geben kann, erhalten wir so einen Wider- 
spruch. Also ist T = Tl 
Sei nun j Y 1 = 2. Dann ist Y cZ(E). Setze X, = X/Y. Dann ist X, n 
E/Y # 1. Somit gibt es eine Untergruppe Z von X mit Y _C Z und / Z 1 = 4, 
so da13 Z C E ist. Weiter ist Z Q T. Das liefert wieder XC Tl . Wie oben 
erhalten wir dann T = Tl . Damit ist das Lemma bewiesen. 
(I .5) LEMMA. Ist H/F aufliisbar und 5 1 1 H/F I, so ist r(G) < 4. 
Beweis. Da 5 1 j H/F I, ist E nach (1.3) elementar abelsch. Weiter kijnnen wir 
nach (1.2) annehmen, daB die Ordnung von H/F gerade ist. Die Strukture von 
G&(2) liefert jetzt, darj eine Sylow 2-Untergruppe von H/F zyklisch von der 
Ordnung vier oder zwei ist. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von H, so erhalten 
wir weiter, dal3 j Z( Tl)I < 4 ist. I ns esondere ist E die einzige elementar abelsche b 
Untergruppe von Tl von der Ordnung 16. Also ist Tl eine Sylow 2-Untergruppe 
von G. Das liefert jetzt die Behauptung. 
(1.6) LEMMA. Sei G eine end&he Gruppe und A eine elemmtar abelsche 
Untergruppe von G von der Ordnung 16. Es sei weiter A eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(A). Hat eine Sylow 2- Untergruppe von N,(A)/&(A) die Ordnung 
zwei, so besitzt eine Sylow 2-Untergruppe T von G einen elementar abelschen 
Normalteiler S von der Ordnung mht, so da13 T/S eine Diedergruppe oder Semi- 
,diedergruppe ist. Insbesondere ist r(G) < 4. 
Beweis. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von N,(A) und T eine Sylow 
2-Untergruppe von G, die Tl enthilt. 1st A die einzige elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16 in Tl , so ist T = Tl . Dann folgt die Be- 
hauptung mit einer leichten Rechnung. 
Sei jetzt Tl = AA, mit A, s A. Weiter sei T # Tl . Dann ist S = Z(T,) 
elementar abelsch von der Ordnung acht. Setze T, = NT(S). Offensichtlich ist 
G2&‘l/s) = TIP. Da TJS 1 e ementar abelsch von der Ordnung vier ist, 
folgt nun, daR TJS eine Diedergruppe oder Semidiedergruppe ist. Sei &’ = 
(B / B C T, , B elementar abelsch, / B / = 16). 1st T3 das volle Urbild von 
Z(T,/s) in T2 , so ist Gl(T,) = S. Also ist S = fiBEd B. Insbesondere ist S 
charakteristisch in T, . Das liefert T, = T. 
Es belibt noch r(G) < 4 zu zeigen. Sei also V eine Untergruppe von T. Sei 
VSjS mindestens von der Ordnung vier. Dann ist VSjS n Z( T,/S) # 1. Also ist 
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D(V) n S # 1. Dann ist aber 1 V/D(V)1 < 16. Sei also 1 VSjS / Q 2. Dann ist 
j V / < 16. Insbesondere ist 1 V/D(V)1 < 16. Also ist r(G) < 4. 
(1.7) SATZ. Sei G eine endliche Gruppe und E eine 2-Untergruppe mit 1 E / < 
16. Weiter sei E eine Sylow 2-Untergruppe van F = EC,(E). Ist N,(E) az@%bar 
mit O,(N,(E)/F) = 1, so ist r(G) < 4. 
Beweis. Setze H = N,(E). 1st E nicht elementar abelsch, so folgt die 
Behauptung mit (l.l)-(1.4). 1st die Ordnung von H/F nicht durch vier teilbar, 
so folgt die Behauptung mit (1.2) und (1.6). Nach (1.5) kijnnen wir annehmen, 
da0 H/F die Ordnung 36 oder 72 hat. Weiter ist E elementar abelsch. 
Habe zunPchst H/F die Ordnung 72. Dann ist eine Sylow 2-Untergruppe von 
H vom Typ A,, . Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von G, die eine Sylow 2- 
Untergruppe T1 von H enthtilt. Dann enthglt T1 eine zu Qs + Qs isomorphe 
Untergruppe U. Da E n U die Ordnung acht hat, folgt C,(U) = Z(U). Mit 
[4, Lemma 21 erhalten wir jetzt die Behauptung. 
Habe jetzt H/F die Ordnung 36. Gibt es in einer Sylow 2-Untergruppe von H 
nur eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16, so enthalt H eine 
Sylow 2-Untergruppe von G. Insbesondere ist r(G) < 4. Also kijnnen wir 
H/F s Cs x Z; annehmen. Somit ist eine Sylow 2-Untergruppe T1 von H zu 
Ds x D, isomorph. 1st T1 eine Sylow 2-Untergruppe von G, so ist r(G) < 4. 
Also kijnnen wir annehmen, daB eine Sylow 2-Untergruppe T von G echt 
grijl3er als T1 ist. 
Wir bestimmen nun NT(Z(T1)). E s ist T,/Z(T,) elementar abelsch von der 
Ordnung 16. Weiter enthllt T1 genau vier elementar abelsche Untergruppen von 
der Ordnung 16. Also ist j NT(TJ/T1 1 = 2 oder 4. 
Sei T, = NT(T1) und ( T,/T, 1 = 4. Sei T3 das volle Urbild in T, von 
Z(T,/Z(T,)). Dann ist Q,(T,) = Z(T,). Sei jetzt X 4 T, X elementar abelsch 
von der Ordnung acht. Dann ist X n T, ZZ( TJ. Da aber Z(T,) die Ordnung 
vier hat, ist dies nicht miiglich. Somit folgt 5%?M3(T) = a. Mit [6] erhalten 
wir r(G) < 4. 
Sei jetzt 1 NT(T1)/T1 j = 2. Dann folgt mit (1.6), dalj NT(Z(T1))/Z(T1) einen 
Normalteiler S von der Ordnung acht besitzt, der elementar abelsch ist, wobei die 
Faktorgruppe eine Diedergruppe oder eine Semidiedergruppe ist. Insbesondere 
ist r(N,(Z(T,))/Z(T,)) < 4. 1st ( N,(Z(T,)): T, 1 = 2, so sieht man leicht, da0 
Z(TJ charakteristisch in Nr(Z( T1)) ist. Also ist T = N,(Z(T,)). Sei jetzt 
1 Nr(Z( T,)): T1 ( > 4. Sei weiter X 4 N,(Z( TJ) eine elementar abelsche Gruppe 
von der Ordnung 8. Dann ist XZ( T,)/Z( TJ in S enthalten. Da Z(N,( T,)/Z( TJ) 
die Ordnung acht hat, ist keine elementar abelsche Gruppe von der 
Ordnung 16 normal in N,(T,). Also ist XZ( T,)/Z(T,) n S von der Ordnung zwei. 
Das liefert, dal3 Z(T,) charakteristisch in N,(Z(T,)) ist. Also ist T = N,(Z(T,)). 
Sei jetzt V eine Untergruppe von T. 1st Z(T,) L D(V), so ist j V/D(V)1 < 16. 
Sei also Z( TX) e D(V). Weiter kiinnen wir Z(T,) _C V annehmen. Wegen Z(T,) $ 
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D(V), erhalten wir / V/Z(T,) n S 1 < 4. Also ist 1 V/D(V) < 16. Insbesondere 
folgt nun r(G) < 4. Damit ist das Lemma bewiesen. 
2. DER NICHT AUFL~SBARE FALL 
(2.1) LEMMA. Ist H/F nicht auj&bar, so ist H/F zu A, , A, , A, , A, , L,(7), 
Z; , Z6 oder eiker Gruppe, die eine zu A, x 2, isomorphe Untergruppe mit dem 
Index zwei enttilt, isomorph. 
Beweis. 1st H/F nicht auf&bar, so ist E elementar abelsch. Jetzt folgt die 
Behauptung aus der Untergruppenstruktur von GL,(2) bzw. GL,(2). 
(2.2) LEMMA. Ist H/F nicht aufEiisbar und nicht zu A, , L,(7) oder .Z6 isomorph, 
so ist r(G) < 4. 
Beweis. Da H/F nicht zu L,(7) isomorph ist, ist E elementar abelsch von der 
Ordnung 16. Jetzt folgt die Behauptung mit [4, Theorem 31. 
(2.3) LEMMA. Ist H/F zu A, isomorph, so ist L(G) zu L5(2), MN , A,, , A,, , C, 
isomorph oder hat eine Sylow 2-Untergruppe vom Typ A, . 
Bewe-is. Siehe [5] bzw. [7, Theorem C]. 
(2.4) LEMMA. Ist H/F zu Z6 isomorph, so ist r(L(G)) G 4 oder L(G) xu His, 
L,(q), q = 1 (mod 8) oder U,(q), q = -1 (mod 8) isomorph oder L(G) hat eine 
Sylow 2- Untergruppe vom Typ L,(q), q s -1 (mod 4). 
Beweis. Setze N = N n L(G). 1st N/(F n N) zu H/F isomorph, so folgt die 
,Behauptung mit [8]. 1st N/(F n N) zu A, isomorph, so folgt die Behauptung 
mit (2.2). 
(2.5) LEMMA. Ist E elementar abelsch van de-r Ordnung acht und H/F xu L,(7) 
isomorph, so ist L(G)/Z(L(G)) m G(q), Q2(d, q ungerade, 4 , 4 ,Ax, ,4 , 
Mz, , M23 oder Ly, der sporadischen Lyons-Gruppe, isomorph, oder au@sbar. 
Beweis. Siehe [4]. 
Im folgenden wollen wir stets annehmen, dal3 E elementar abelsch von der 
Ordnung 16 ist. Weiter sei H/F zu L,(7) isomorph. 
(2.6) DEFINITION. Sei E elementar abelsch von der Ordnung 16 und H/F 
zu L,(7) isomorph. Wir nennen H vom Typ (I), falls Z(H) durch zwei teilbare 
Ordnung hat. Sonst hei& H vom Typ (2). 
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(2.7) LEMMA. Sei H vom Typ (1) und x die Involution in Z(H). Setxe R = 
O’(Co(x)/O(Co(x))(~>). D unn ist R ~21 H/O(H)(x), G,(q), Dd2(q), q ungerude, 
4 9 4 > 4,, 419 .E3 , Z3 , M2, , M,, oder Ly isomorph. 
Beweis. Setze M = H/O(H)(x). Dann enthilt R eine 2-lokale Untergruppe 
U, so dal3 U/O(U) zu M isomorph ist. Mit (2.5) folgt jetzt, dal3 L(R) entweder 
au&bar oder zu G,(q), Dd2(q), q ungerade, A,, A, , A,, , A,, , M*, , Mz3 oder 
Ly isomorph ist. Nach (1 .l) ist r(R) < 4. Die Behauptung folgt nun aus der 
Struktur von Aut(L(R)). 
(2.8) LEMMA. Sei T1 eke Sylow 2-Untergruppe von C,(x). Es sei T1 = 
(x) X (a, b, s, u) mit o(a) = o(b) = 2n > 4 fiir ein nE N, (a, b) s Z,, X 
z 2n, s2 = u2 = 1 = [s, u], us = a-*, 68 = b-l, u” = b. W’eiter sei E = (x, 
a2n-l, bZnml, s). Weiter enthulte C,(x) ein Element p mit p3 E 0(&(x)), so duj 
[(s, x), p] E O(CG(x)), p” = ,d(O(CG(x))), a0 = b und bs = u-lb-l gilt. Ist 
T 2 T1 eine Sylow 2- Untergruppe von G und u + xu in G, so gilt eine der folgenden 
Aussagen . 
(i) T = T1 . 
(ii) T = (a, 6, d,f, x, s, u) mit d2 = u,f2 = b, [f, d] = 1, xd = xu2”~‘, 
,f = .&+ da z d-1, f” = f-1 u&f” c d. 
(iii) k’ = (a, 6, d, f, x, s, u) mit d2 = a, f 2 = b, [f, d] = 1, xd = xuznel, 
$ = xb2”-‘, d8 = d-luZn-=, f 8 = f -lbZ"-' &f u = d. 
(iv) T = <a, b, 4 f, x, s, u) mit n = 2, d2 = f 2 = 1, [d, f] = a2b2, 
ad z u-‘, bd z b-1$, .f = g-VP, bf = b-1, Xd = 39, xf = xb2, sd = sa-1 
sf = sb-l, dU = fund f 0 = dfxu”. 
(v) T=(u,b,d,f,x,s,u)mitn=2,d2=f2=l,[d,f]=1,ud= 
u-l, bd z b-la”, of = u-1b2, bf = b-1, Xd = xu2, ,f = #, sd = ~a-‘, sf = 
sb-l, d” = f undf c = df. 
(vi) T = (a, 6, d, f, x, s, u} mit n = 3, d2 = f2 = 1, [d, f] = (ub)4, 
aa = ~3, bd = b-lazx, .f = u-lb2x, bf = 63, Xd = xu4, Xf c Xb4, sd = s&x, 
sf = sb-lx, d” = f und f 0 = dfxu4. 
(vii) T=(u,b,d,f,x,s,u)mitn=3,d2=f2-l,[d,f]=lrud=u3, 
bd = b-l&q .f = &b2x, bf = b3, xd z xd’, ,f = Xb4, sd = su-lx, sf = s&lx, 
d” = f undfo = df. 
Beweis. Setze B = (x) x (a, b). Dann ist B charakteristisch in T1 . Sei 
B _CL $ T, so gewahlt, da8 L/B ein irreduzibler (p, u)-Modul ist. Dann hat 
L/B die Ordnung vier. Da u nicht zu xu konjugiert ist, gibt es in L - B ein 
Element c mit uc = u. Setze weiter B1 = B/Q,(B). 
Sei zuerst n > 4. Dann ist Q2(B,) in Z(L/S;I,(B)) enthalten. Da wegen der 
Struktur von N,(E) alle Involutionen aus L/&(B), die Q2(B,) zentralisieren, in 
Q,(B,) liegen, folgt nun, dal3 L/J&(B) h omozyklisch ist. Das liefert nun uc = a, 
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bc = b o&r UC = &f-l, be = &$-l. I m letzten Fall ware aber u zu ZLY kon- 
jugiert. Also ist (Q, b) = Z(L). D a c nicht in N,(E) enthalten ist, erhalten wir 
weiter cs = c-r oder cs = ~-‘(ab)~“-~. Das liefert (ii) bzw. (iii). Setze T2 = 
L(s, u). Dann ist L charakteristisch in T, . Also ist T2 = T eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G. 
Sei jetzt 11 = 3. 1st B, in Z(L/s;F,(B)) enthalten, so erhalten wir wie oben, daf3 
eine Sylow 2-Untergruppe von G die Gestalt (ii) oder (iii) hat. Also konnen wir 
uc = ab2r und bc = ba2ru mit r E&$(B) annehmen. Die Berechnung von ac2 
liefert Y f x (a4, b4). Die Operation von p liefert jetzt r = u4x oder I = a4b4x. 
Sei zuerst uc = a5b2x. Dann setzen wir d = CD. Es gilt ud = a-r, bd = c~~u-~x. 
Setze weiterf = do. Dann gilt a f = u~~-~x, ZJ~ = 6-i. Weiter konnen wir d und 
f so wtihlen, dal3 sd = x-%xk und I = &-lx” mit K E (0, I}. 
Sei zunachst k = 1. Dann kiinnen wir da = U-~X und f2 = Px annehmen. 
Wegen sdf = sfd, folgt [f, d] E J&(B). W ei t er erhalten wir dU = fe mit e E ((~b)~). 
Aus d = f ?‘p” = deoUe folgt e = 1. Setze f 0 = dfg mit g E B. Dann folgt wegen 
dfg = &DU = fdg”, daS [f, d] in (u4, Zr4) enthalten ist. Wegen [d2, f] # 1 ist 
das aber ein Widerspruch. 
Also ist K = 0. Dann kiinnen wir d2 = f 2 = 1 annehmen. Wie oben erhalten 
wir dann, daI3 d” = f gilt. Setze wieder f” = dfg. Dann ist sub = .F'fp = 
SW _ +-1)fg = (&- lu - 3b2x)g. Da g in B liegt, ist das aber nicht moglich. 
Also gilt uc = u5b-h. Werden d und f wie oben bestimmt, so erhalten wir 
ud = u3, bd = b-Vx, uf = a-lb2x, bf = b3. Weiter erhalten wir sd = su--lx6 und 
sf = sb-lxk mit k E (0, l}. 
Sei zuerst k = 0. Dann kijnnen wir wieder d2 = U-~X und f 2 = bh2x anneh- 
men. Setze wieder f D = dfg mit g E B. Dann folgt sub = sp-lfp =: sdfQ = 
(su-l)fo = 2 (sb-lab- x) 0. Das ist aber mit g E B nicht miiglich. 
Also gilt k = 1. Dann konnen wir d2 = f 2 = 1 annehmen. Weiter konnen 
wir wieder d” = f annehmen. Weiter ist [f, d] in Q,(B) enthalten. Das liefert 
[d, f] E ((ab)4). Setze f” = dfg mit g E B. Das liefert sabx = snmlfo == sdfg = 
(su-kv)fg = (sb-lub-2xb4)“. Also ist g in Q,(B) enthalten. Sei [f, d] = 1. Dann 
ist d = f p-l = (dfg)p = fdfggo = dgg”. Also ist g E {x). Wegen ( fdg)2 = 1, 
folgt nung = 1. Somit ist L(u, s> von der Gestallt (vii). 1st [f, d] # 1, so folgt 
g = xu4. Also ist T, = LT, vom Typ (vi). Dann ist B charakteristisch in T2 . 
Also ist T2 = T eine Sylow 2-Untergruppe von G. 
Sei jetzt n = 2. Dann ist UC = ur mit Y E Q,(B). Also ist (a, b) normal in L. 
Gilt uc = a, bc = b, so folgt wie oben, dal3 T von der Gestalt (ii) oder (iii) ist. 
Also konnen wir jetzt uc = ub2, bC = bus annehmen. Wir setzen wieder d = CQ 
und f = dD. Dann erhalten wir ud = a-l, bd = b-%z2, uf = a-1b2, bf = b-l. 
Weiter kijnnen wir du = f annehmen. SchlieBlich gilt noch sd = su-lxfi und 
sf = sb-lx” mit K E (0, 13. 
Sei zuerst k = 1. Dann kiinnen wir d2 = u-lx und f’ = b-lx annehmen. 
Setze wieder f 0 = dfg. Dann folgt mit f D = fdg, g E B, subx = &f@ = 
sfdg = (sb-lx)dg = (sa-lxbc2xu2)9. Das ist aber mit g E B nicht moglich. 
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Also gilt k = 0. Dann konnen wir d2 = fa = 1 annehmen. Wie oben folgt 
nun wieder d” = f, [d,f] E ((ab)2). Das liefert dann, dal3 LT, von der Gestalt 
(iv) oder (v) ist. Weiter ist wieder B charakteristisch inLT, . Das liefert, daB T = 
LT, eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. 
(2.9) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (2.8). Zustitzlich seien alle 
Involution& aus (a, 6, s, u) in Co(x) zu (~b)~“-’ oder abs konjugiert. Dabei sei 
s N (ab)2”-I. Dunn gilt eine der folgenden Aussagen. 
(i) r(W)) < 4. 
(ii) Eine Sylow 2-Unte~gruppe T von G hat die Gestalt (vi) oder (vii) aus 
(2.8). 
Beweis. Habe T nicht die Gestalt (vi), (vii) oder (i). Dann ist <a, b, 
d, f, s, u) = S eine Untergruppe vom Index zwei in T. Nach den Vorausset- 
zungen ist eine Involution Y E S in G zu (ab)2”-1 oder einer Involution aus 
<a, b, d,f, s) nicht in (a, b) konjugiert. Weiter sind alle Involutionen aus (a, b, 
s, u} in G zu (ab)2”m1 konjugiert. 1st 1 eine Involution in T mit 1 f (ab)z”-l, so 
ist 1 in T zu l(ab)2”-’ konjugiert. 1st also eine Involution K in G zu (ab)2”-’ 
konjugiert und m # K eine Involution mit [m, k] = 1, so ist m zu mk in G 
konjugiert. 
Sei jetzt T vom Typ (ii). Dann folgt, da u - (ab)2n-1, daR s zu dfs in G kon- 
jugiert ist. Also sind alle Involutionen aus S in G zu (ab)2”-1 konjugiert. Ins- 
besondere ist x zu keiner Involution aus S in G konjugiert. 
Sei jetzt T vom Typ (iii). Dann liegen alle Involutionen aus (a, b, d, f)s in 
{a, b)s. Also ist jede Involution aus S in G zu (ab) 2”-’ konjugiert. Insbesondere ist 
x zu keiner Involution aus S in G konjugiert. 
1st T vom Typ (v), so sind alle Involutionen aus S - <a, b, d, f> in G zu 
(ab)* konjugiert. Da df ein Quadrat in C,(df) ist, ist x nicht zu df in G konjugiert. 
Also ist x zu keiner Involution aus S in G konjugiert. 
1st T vom Typ (iv), so setze S, = (a, b, xd, xf, s, u). Dann hat S, in T den 
Index zwei. Weiter sind alle Involutionen aus S, - <a, b, xd, xf) in G zu (ab)2 
konjugiert. Da adf ein Quadrat in Co(adf) ist, ist x in G nicht zu adf konjugiert. 
Insgesamt erhalten wir, daR T eine Untergruppe vom Index zwei besitzt, die 
keine in G zu x konjugierte Involution enthalt. Mit [9, Lemma (5.38)] folgt nun, 
dal3 G eine Untergruppe Gr vom Index zwei besitzt. 
Sei jetzt T vom Typ (ii). Dann setze S = (a, b, s, u). Sei x in G zu abs 
konjugiert. Es ist Z(C,(ubs)) = (x, abs, (ab)2”m1) und C,(abs)’ = ((ab)2”-‘). Sei 
R eine Sylow 2-Untergruppe von CG(abs), so istZ(R) = ((ab)a”-‘, abs). Da aber x 
nicht zu (ab)2”-’ x konjugiert ist, erhalten wir jetzt einen Widerspruch. 
Somit erhalten wir immer eine Untergruppe G, vom Index zwei in G. Sei 
M = H r‘l G, . Dann ist &r/O(M) eine Erweiterung einer elementar abelschen 
Untergruppe von der Ordnung acht durch L,(7). Mit (1.1) folgt nun die Be- 
hauptung. 
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(2.10) LEMMA. Die Bezeichnungen &en wie in (2.7). Ist R zu Gz(q) oder 
D*“(q), q ungerade, isomorph, so ist r(L(G)) < 4. 
Beweis. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von C,(x). Dann hat Tl die 
Gestalt (x) x S, , wobei S, eine Sylow 2-Untergruppe von G,(q) bzw. D*2(q) 
ist. Da G,(q) bzw. D*2(q) nur eine Klasse von Involutionen besitzt, sind alle 
Voraussetzungen von (2.9) erfiillt. Es geniigt also zu zeigen, daB eine Sylow 
2-Untergruppe von G nicht vom Typ (vi) oder (vii) ist. 
Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von G, die vom Typ (vi) ist. 1st k eine In- 
volution in T mit K # (ab)*, so ist k zu k(ab)* in T konjugiert. 1st also r eine In- 
volution in G mit Y N (ub)* und m # r eine Involution mit [r, m] = 1, so ist m zu 
mr konjugiert. Wir betrachten jetzt die Involution a*dfx. Da u zu (ab)* konjugiert 
ist, folgt a*dfx - a*dfxu. Aber a*dfxu ist zu x11 und damit zu x konjugiert. 
Somit haben wir a*dfx N x in G. Nun enthalt C,(u4dfx) die Involution a2d. 
Wegen (a2d)pe = a-2b-2df a4x ist a2d zu x in G konjugiert. Nun ist a2dd’dfx = 
a-“fx. Wegen (a-2fX)~ = b-2dfu4 = (a4dfx)bua2 ist such u-“fx in G zu x kon- 
jugiert. Also enthalt Co(a*dfx) eine Vierergruppe, die nur zu x konjugierte 
Involutionen enthilt. Das widerspricht aber der Struktur von Co(x). Somit ist 
T vom Typ (vi) nicht moglich. 
Sei nun T vom Typ (vii). Dann ist wegen u - dfu die Involution df zu (ab)* 
in G konjugiert. Also sind alle Involutionen in W = (a”, b*, d, f} in G zu (ab)4 
konjugiert. Sei jetzt g E G mit dg = (ab)* und WQ C T. Dann folgt WQ = W 
oder WQ = (a*, b4, d, a”xf). Das liefert, da13 (d’, b*> nicht in No(W) stark 
abgeschlossen ist. Insbesondere teilt 5 die Ordnung von N,( W)/Co( W). Da eine 
Sylow 2-Untergruppe von NG( W)/Co( W) von der Gestalt 2, x D8 ist, folgt nun 
N,( W)/Co( W) g 2s . Nun folgt mit (2.4), da13 r(L(G)) < 4 ist oder L(G) zu 
His, L*(q), q = 1 (mod 8), U*(q), q = -1 (mod 8) isomorph ist. Der letzte Fall 
in (2.4) ist nicht moglich, da T nicht vom TypL,(q), q = 1 (mod 4), ist. Da aber 
His, L*(q) und U*(q) keine Involution besitzen, deren Zentralisator G,(q) oder 
D42(q) involviert, folgt r(L(G)) < 4. Damit ist das Lemma bewiesen. 
(2.11) LEMMA. Die Bezekhungen seien wie in (2.7). Ist R xu A, oder A, 
isomorph, so ist r(L(G)) < 4. 
Beweis. Zerfallt R nicht iiber {x), so enthllt Co(x) eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G. Insbesondere ist r(G) = 4. Sei also eine Sylow 2-Untergruppe 
Tl von C,(x) von der Gestalt (x} x S, wobei S vom Typ A, ist. Dann enthiilt 
Tl genau eine elementar abelsche Untergruppe W von der Ordnung 32. Es ist 
1 E n W / = 8. Somit ist eine Sylow 2-Untergruppe von Cpu,(w)lc,(w)(EW/W) 
elementar abelsch von der Ordnung vier. Weiter ist 9 / 1 No(W)/Co(W)I. Eine 
leichte Rechnung in G&(2) liefert nun NG( W) _C Co(x). Insbesondere ist T, eine 
Sylow 2-Untergruppe von G. Da alle Involutionen aus Co(x) in C,(x) zu In- 
volutionen aus W konjugiert sind, folgt, daB (x} in Tl beziiglich G stark abge- 
schlossen ist. Mit [l] folgt jetzt die Behauptung. 
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(2.12) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.7). Ist R zu .Z8 oder .&, 
&morph, so ist r(L(G)) < 4. 
Beweis. Es ist R’ zu A, oder A, isomorph. Zerfallt R’ nicht iiber (x}, so 
enthalt Co(x) eine Sylow 2-Untergruppe von G. Insbesondere ist r(L(G)) < 4. 
Also zerfalle nun R’ iiber (x). Dann gibt es in dem Urbild von R’ in 
Co(x)/O,(x)) eine elementar abelsche Untergruppe W von der Ordnung 32. Wir 
kiinnen W so wahlen, da13 1 W n E / = 8 ist. Dann ist eine Sylow 2-Untergruppe 
von CN,(w~lc,(w~(EW/ W) abelsch von der Ordnung vier. Eine leichte Rechnung 
in G&(2) zeigt wieder, da13 No(W) in Co(x) enthalten ist. 
Sei jetzt Tl eine Sylow 2-Untergruppe von C,(x), die W enthiilt. 1st W die 
einzige elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 32 in Tl , so ist Tr 
eine Sylow 2-Untergruppe von G. Insbesondere ist (x) stark abgeschlossen in Tl 
beziiglich G, d a a e 11 I nvolutionen aus Tl in Co(x) zu Involutionen aus W kon- 
jugiert sind. Nun folgt mit [I] die Behauptung. 
Sei jetzt Tl = (x) x S(t), wobei S vom Typ A, und S(t> vom Typ .& ist. 
Sei W, # W die zweite normale elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 32 in Tl . Dann liefert die Struktur von Nc,c,& W,) und die Struktur 
von N,(W), da13 W nicht zu W, in G konjugiert ist. Also ist such in diesem Fall 
T, eine Sylow 2-Untergruppe von G. 
Sei x die Involution in Z(S). Dann ist x + z + zx + x in G. Sei b eine nicht 
zentrale Involution aus (x) x S, so da8 eine Sylow 2-Untergruppe von Cc,(,)(b) 
zu (x) x D, x D, isomorph ist. Sei 2s 1 / Co(b)/ und T eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C!,(b). Dann ist Z(T) = (b, r), wobei Y in G zu z konjugiert ist. 
Weiter ist b zu br konjugiert. Das ist aber ein Widerspruch. Insbesondere ist 6 
zu keiner Involution aus Z( TJ in G konjugiert. 
Sei jetzt W, eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 32 in Tl , 
die nicht normal in Tl ist. Man sieht leicht, da0 die Anzahl, der zu x unter 
No( W,) konjugierten Involutionen, ungerade ist. Insbesondere enthalt No( W,) 
keine Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter erhalten wir damit, daB zwei Involu- 
tionen aus W, , die in G konjugiert sind, schon in No( W,) konjugiert sind. 
Wir haben, da13 x unter No( W,) genau eine, fiinf, neun, dreizehn oder siebzehn 
Konjugierte hat. Da N,,~,~(W#$.,~,)( W,) die Ordnung 24 hat, folgt nun, 
dal3 x hiichstens fiinf Konjugierte unter N,(W,) hat. Das liefert aber, da8 Tl 
immer eine Untergruppe T, vom Index zwei besitzt, so daB x zu keiner Involu- 
tion aus T, in G konjugiert ist. Anwendung von [9, Lemma (5.38)] liefert, dal3 G 
eine Untergruppe G, vom Index zwei besitzt. 
1st x E G, , so folgt die Behauptung mit (2.1 I). 1st x $ G, , so enthglt 
Gr eine elementar abelsche Untergruppe M von der Ordnung acht, so daB 
NG1(M)/O(NG1(M)) eine Erweiterung von M durch L,(7) ist. Dann folgt die 
Behauptung mit [4]. 
(2.13) LEMMA. Die Bezeichungen seien wie in (2.7). Ist R zu A,, oder A, 
isomorph, so ist r(L(G)) < 4. 
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Beweis. Zerfallt R nicht i.iber (x), so enthalt Co(x) eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G. Insbesondere ist r(G) < 4. 
Sei jetzt T1 = (x) x S mit S vom Typ A,, eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(x). Sei W C T1 eine normale elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 32, so dal3 9 i j NC-&V)/CC-(+)(W)~ gilt. Dann folgt wie in (2.12), 
da8 No(W)L C,(x) ist. Weiter erhalten wir wie in (2.12), da13 T1 eine Sylow 
2-Untergruppe von G ist. Sei z die Involution aus Z(S), so ist z + x + xz + z. 
Sei b eine Involution aus T1, die in Co(x) zu keiner Involution aus Z(r,) kon- 
jugiert ist. Dann ist eine Sylow 2-Untergruppe von C,.,&b) zu (x) x D, x D8 
isomorph. Wie in (2.12) folgt wieder, da13 b zu keiner Involution aus Z(T,) in G 
konjugiert ist. Also ist (x) stark abgeschlossen in T1 beziiglich G. Die Anwen- 
dung von [1] liefert jetzt die Behauptung. 
(2.14) LEMMA. Die Bexeichnungen seien wie in (2.7). Ist R zu M,, oder M,, 
isomorph, so gilt eine der folgenden Aussagen. 
(9 G(G)) < 4. 
(ii) L(G) ist zu einer perfekten zentralen Erweiterung von M,, durch 2, 
isonwrph. 
Beweis. Sei T1 eine Sylow 2-Untergruppe von Co(x). Sei weiter W eine 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 32 von T1. Dann ist W 
normal in T1 . Weiter kijnnen wir W so wahlen, daB N,,(,)(W) die Gruppe 
A, oder A, involviert. Dann ist 1 E n W / = 4. Also ist EW/ W eine Sylow 2- 
Untergruppe von C&J~J,~~(~J(EC~( W)/C,( W)). Insbesondere ist eine Sylow 
2-Untergruppe von NG( W)/C,( W) eine Diedergruppe oder eine Semidieder- 
gruppe. Das liefert dann, daB NG( W) in Co(x) enthalten ist. 1st W, eine elementar 
abelsche Untergruppe von T1 von der Ordnung 32, so ist (x) eine Sylow 2- 
Untergruppe von Z(Nc& W,)). Also sind zwei Involutionen aus W genau dann 
in G konjugiert, falls sie in N,(W) konjugiert sind. Das liefert nun, da13 T1 eine 
Sylow 2-Untergruppe von G ist. Da alle Involutionen aus C,(x) in C,(x) zu 
Involutionen aus W konjugiert sind, erhalten wir nun mit [l], dal3 x EZ(G) ist. 
Anwendung von [3] liefert jetzt die Behauptung. 
(2.15) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.7). Ist R zu Ly isomorph, so 
ist r(L(G)) < 4. 
Beweis. Sei T1 eine Sylow 2-Untergruppe von Co(x). Mit [3] folgt dann, 
dal3 T1 = (x) x S, mit S vom Typ Ly, ist. Also enthalt T1 genau zwei elementar 
abelsche Untergruppen von der Ordnung 32. Sei S, das Erzeugnis dieser 
Untergruppen. Dann ist S, von der Ordnung 2’ und Z(S,) von der Ordnung 
acht. Weiter ist S,/Z(S,) elementar abelsch von der Ordnung 16. Sei S, = 
C,-l(Z(S,)). Dann ist S,/Z(S,) zu (2, x 2,) 12, isomorph. SchlieBlich ist 
E n S, = Z(S,). Da alle Involutionen in S,/Z(S,), die nicht in S,/Z(S,) liegen, 
in S,/Z(S,) konjugiert sind, folgt jetzt, da8 T1 eine Sylow 2-Untergruppe von G 
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ist. Insbesondere ist x r/c z + zx + x, wenn z eine Involution inZ(S) ist. Da Ly 
nur eine Klasse von Involutionen be&t, folgt, daI3 {x) in Tl beziiglich G stark 
abgeschlossen ist. Nun folgt die Behauptung durch Anwendung von Cl]. 
(2.16) SATZ. Ist H vom Typ (1), so gilt eine der folgenden Aussagen. 
(i) G43) d 4. 
(ii) L(G) ist zu einer perfekten zentralen Evweiterung von M2, durch 2, 
isomorph. 
Beweis. Xach (2.7)-(2.15) k Gnnen wir annehmen, da8 R zu H/O(H)(x) 
isomorph ist. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von C,(x). 1st (x} = Z(T,), so 
ist Tl eine Sylow 2-Untergruppe von G. Offensichtlich ist dann r(G) < 4. Also 
kannen wir annehmen, daOZ(T,) die 0 d r nun vier hat. Dann ist E = (x) x W, g 
wobei W die Ordnung acht hat und L,(7) invariant ist. Setze 
P = KdW)/0&( WI> W. 
Dann ist P zu S&(7) oder 2, x L,(7) isomorph. 
Sei P zu Z,(7) isomorph. Dann ist E die einzige elementar abelsche Unter- 
gruppe von der Ordnung 16 in Tl . Also ist Tl eine Sylow 2-Untergruppe von G. 
Offensichtlich ist dann r(G) < 4. 
Sei P zu 2, x L,(7) isomorph. Dann ist H/O(H) zu (x) x A isomorph, 
wobei A eine Erweiterung von W durch L,(7) ist. Zerfalle zunlchst L,(7) nicht 
iiber W. Dann hat Tl die in (2.8) angegebene Gestalt. Dabei gilt R = 2. 
Sei nun Tl keine Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter sei u zu x11 in G kon- 
jugiert. Jede Involution aus Tl ist in H zu einer Involution aus (x, a, 6, s} 
konjugiert. Da Tl keine Sylow 2-Untergruppe von G ist, sind die Involutionen 
aus T,in G zu x, a2, s oder sx konjugiert. Da u zu ux konjugiert ist, ist s zu sx 
konjugiert. Da weiter s in H zu a2 konjugiert ist, sind alle Involutionen aus Tl , 
die von x verschieden sind, in G zu a2 konjugiert. Das ist aber ein Widerspruch. 
Somit folgt, da0 die Voraussetzungen von (2.8) erfiillt sind. Weiter sind die 
Voraussetzungen von (2.9) erfiillt. Nun liefert (2.9) die Behauptung. 
Sei jetzt Tl eine Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter kgnnen wir annehmen, 
daR u zu xu konjugiert ist. Sonst wiirde wie oben die Behauptung folgen. Also 
gibt es in T1 die folgenden Klassen von Involutionen: x, 8, xa2, u. Sei nun x in 
G zu u konjugiert. Eine Sylow 2-Untergruppe von Cc,(,)(u) ist von der Gestalt 
2, x 2, x Ds . Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von C,(u). Dann ist Z(T) = 
(u, r), wobei u zu ur konjugiert ist. Da aber x + (~a)~ + x(~b)~ + x, folgt nun 
ein Widerspruch. Also ist (x) stark abgeschlossen in Tl beziiglich G. Die 
Anwendung von [l] liefert nun die Behauptung. 
Zerfalle nun L,(7) iiber W. Dann gibt es in Tl genau eine elementar abelsche 
Untergruppe M von der Ordnung 32. Weiter ist E n M von der Ordnung 
acht. Das liefert, daB es in N,(M)/&(M) eine Involution gibt, deren Zentrali- 
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sator in N,(M)/Co(M) zu 2, x Za isomorph ist. Eine leichte Rechnung in 
G&(Z) liefert nun, daI3 entweder N,(M) in Co(x) enthalten ist, oder daR 
N&M&(M) zu & isomorph ist. 
Sei S, eine Sylow 2-Untergruppe von N,(M). Dann ist M die einzige elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 32 in S, . Also enth& N,(M) eine 
Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter sind alle Involutionen aus S, in G zu 
Involutionen aus M konjugiert. 1st NG(M) in C,(X) enthalten, so ist (x) stark 
abgeschlossen in M beziiglich N,(M). Al so ist (x) stark abheschlossen in Tr 
beziiglich G. Anwendung von [l] liefert jetzt die Behauptung. 
Sei also Nc(M)/C,(M) s Z; . D ann gibt es in M eine &-invariant Unter- 
gruppe Ml von der Ordnung 16. Weiter ist x $ Ml . Dann ist N,(M,)/C,(MJ 
zu 2, x Zs isomorph. Also gibt es in S, eine Untergruppe S, vom 
Index zwei, so da13 jede Involution aus S, in G zu einer Involution aus Ml 
konjugiert ist. Da x zu keiner Involution aus M, in G konjugiert ist, folgt mit 
[9, Lemma (5.38)], dal3 G einc Untergruppe G1 vom Index zwei enthalt. Wir 
kiinnen x g Gr annehmen. Dann besitzt Gr eine 2-lokale Untergruppe Hr , so 
dal3 H,/O(H,) eine treue Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der 
Ordnung acht durch L,(7) ist. Jetzt liefert (2.5) die Behauptung. 
(2.17) SATZ. Sei G eine end&he Gruppe und E eine 2-Untergruppe von G mit 
] E j < 16. Weiter sei E eine Sylow 2-Untergruppe von F = EC,(E). Ist N,(E) = 
H nicht auj%sbar mit O,(H/F) = 1, so gilt eine der folgenden Aussagen. 
(i) r(L(G)) < 4. 
(ii) L(G) ist eine perfekte xentrale Erweiterung von M,, durch 2, . 
(iii) L(G) ist xu C, , Mz4 ,L,(Z), A,, , A,, , HiS,L,(q), q = 1 (mod 8) oder 
U,(q), q = -1 (mod 8) isomorph. 
(iv) L(G) hat eine Sylow 2-Untergruppe vom Typ A,, oder L,(q), q = -1 
(mod 4). 
Beweis. Da H/F nicht au&bar ist, ist E elementar abelsch. Nach (2.2), (2.3) 
und (2.4) kijnnen wir annehmen, da0 H/F zu L,(7) isomorph ist. Nach (2.5) 
kiinnen wir annehmen, da13 E elementar abelsch von der Ordnung 16 ist. Nach 
(2.16) kijnnen wir annehmen, daD H vom Typ (2) ist. Also gibt es in E eine 
elementar abelsche Untergruppe W von der Ordnung acht, die L,(7)-invariant 
ist. Das liefert, da13 No( W)/O(N,( W))W zu 2, x L,(7) oder SL,(7) isomorph 
ist. Da H vom Typ (2) ist, folgt, da13 N,(W)/O(N,(W))W zu 2, x L,(7) iso- 
morph ist. Sei jetzt x eine Involution in E - W. Dann ist E eine Sylow Z-Unter- 
‘gruppe von C,(X). Somit liegen alle Involurionen aus einer Sylow 2-Untergruppe 
von No(W), die in G zu x konjugiert sind, in E - W. Das liefert, da13 NG( W) 
eine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt. Weiter erhalten wir mit [9, Lemma 
(5.38)], da8 G eine Untergruppe Gr vom Index zwei besitzt. Wir konnen x $ G1 
annehmen. Dann besitzt Gr eine 2-lokale Untergruppe Hl , so daD H,/O(H,) eine 
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treue Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung acht mk 
L,(7) ist. Anwendung von (2.5) liefert jetzt die Behauptung. Damit ist der Satz 
bewiesen. 
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